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Samenvatting

In dit proefschrift bestuderen we kwantumverstrengeling, en enkele toepassingen
in grafentheorie en zero-error informatietheorie.

In Hoofdstuk 1 introduceren we kwantumverstrengeling en andere funda-
mentele concepten uit de kwantumtheorie. Kwantumverstrengeling werd voor
het eerst beschreven in 1935 door Einstein, Podolsky en Rosen, die inzagen dat
verstrengeling correlaties tussen deeltjes toestaat die sterker zijn dan mogelijk
is in het klassieke geval. Zij geloofden aanvankelijk niet dat zulke correlaties in
de werkelijkheid konden bestaan, en interpreteerden dit als bewijs voor de on-
volledigheid of incorrectheid van de kwantummechanica. De volgende stap werd
genomen in 1964 door Bell, die een experiment voorstelde om te testen of zulk
niet-klassiek gedrag kan voorkomen in de realiteit. Hij toonde aan dat klassieke
invoer-uitvoercorrelaties een bepaalde ongelijkheid vervullen, die sindsdien de on-
gelijkheid van Bell wordt genoemd. Vervolgens liet hij zien dat de kwantumme-
chanica correlaties toestaat die deze ongelijkheid overtreden. Aspect et al. waren
in de vroege jaren tachtig voor het eerst in staat een dergelijk experiment uit te
voeren, en demonstreerden een geval waarin de ongelijkheid van Bell overtreden
wordt. Dus de wereld volgt niet de wetten van de klassieke natuurkunde!

We maken in dit proefschrift gebruik van kwantumverstrengeling als een hulp-
middel voor verscheidene informatieverwerkingstaken. In Hoofdstuk 2 behandelen
we de vraag in welke mate kwantumcorrelaties kunnen afwijken van klassieke
voorspellingen. We richten ons specifiek op nonlokale spelen: experimenten
waarin twee spelers, die van elkaar gescheiden zijn en niet mogen communiceren,
samen moeten werken om een taak te volbrengen. In dit geval geeft de onge-
lijkheid van Bell een bovengrens aan de maximale kans van slagen van klassieke
spelers. We zien een overtreding van de ongelijkheid van Bell als kwantumspelers
een verstrengelde toestand gebruiken om hun kans op succes te vergroten. In
2009 gaven Junge et al. bovengrenzen aan overtredingen van de ongelijkheid van
Bell. Zij bewezen dat de maximale overtreding afhangt van het aantal mogelijke
in- en uitvoervariabelen van elke speler, en van de dimensie van de verstrengelde
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toestand. Dit proefschrift geeft ondergrenzen in de vorm van twee spelen die
overtredingen laten zien die zeer dicht bij de ondergrenzen van Junge et al. liggen.
Het is interessant om op te merken dat onze resultaten in de theo-retische natu-
urkunde zijn gëınspireerd door de theoretische informatica. Het eerste nonlokale
spel dat we beschrijven is gebaseerd op een communicatiecomplexiteitsprobleem
dat bekend staat als hidden matching, terwijl het tweede spel voortkomt uit het
werk van Khot en Vishnoi omtrent de bekende Unique Games Conjecture uit de
computationele complexiteitstheorie.

Hoofdstuk 3 is gewijd aan de studie van kwantumgraafparameters. Bekende
grootheden zoals het chromatische getal en het onafhankelijksgetal van een graaf
kunnen worden gëınterpreteerd als parameters voor nonlokale spelen. Een voor-
beeld is een “scheidsrechter” die kan testen of twee spelers, Alice en Bob, een
k-kleuring van een graaf G hebben (d.w.z., een toekenning van één uit k kleuren
aan elke knoop van de graaf zodanig dat incidente knopen verschillende kleuren
krijgen). Hij haalt de twee spelers uit elkaar en vraagt beide een kleur (van de k
mogelijke kleuren) te noemen van een knoop van G. Als hij Alice en Bob dezelfde
knoop zou geven, dan verwacht hij dezelfde kleur terug te krijgen; als hij ze twee
incidente knopen geeft, dan verwacht hij twee verschillende kleuren. Het chro-
matische getal van G is het kleinste aantal kleuren k zodanig dat Alice en Bob
een klassieke strategie hebben die altijd slaagt. Analoog daaraan is het kwan-
tumchromatische getal van graaf G de kleinste k zodanig dat Alice en Bob altijd
winnen als ze kwantumverstrengeling mogen gebruiken. Voor sommige grafen is
het laatste getal strikt kleiner dan het klassieke getal. De studie van kwantum-
graafparameters, hoewel al impliciet in eerder werk, nam een serieuze aanvang
met twee artikelen van Cameron et al. in 2010 en Cubitt et al. in 2009. Dit
proefschrift vormt een bijdrage aan dit onderzoek in een aantal opzichten. We
bestuderen de relatie tussen de kwantumgraafparameters en andere parameters
zoals het Lovász ϑ-getal en de orthogonale rang (orthogonal rank). We beschrij-
ven een verrassende karakterisering van de grafen met afwijkende kwantum- en
klassieke chromatische getallen. deze is gerelateerd aan de stelling van Kochen-
Specker, een resultaat uit 1967 binnen de grondslagen van de kwantummecha-
nica. We geven verscheidene constructies van grafen met afwijkende kwantum-
en klassieke chromatische getallen, bijvoorbeeld gebaseerd op graafproducten en
graaftoestanden. Ten slotte gebruiken we kwantumgraafparameters om grenzen
voor de waardes van algemene nonlokale spelen te vinden.

In Hoofdstuk 4 verleggen we onze aandacht naar de zero-error informatiethe-
orie. We bestuderen de zero-error -capaciteit van een klassiek kanaal met ruis
als de zender en ontvanger kwantumverstrengeling mogen gebruiken. Daarnaast
bestuderen we het broncoderingsprobleem (het source problem), waar de ontvanger
de beschikking heeft over partiële informatie over het te ontvangen bericht, en het
gecombineerde bron-kanaalprobleem (het source-channel problem). De belangrijk-
ste gereedschappen in dit domein zijn grafen en hun parameters, waardoor zero-
error informatietheorie met verstrengeling veel baat heeft van de concepten die
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het onderwerp waren van de voorgaande hoofdstukken. Zo kan de capaciteit van
een kanaal berekend worden met het onafhankelijkheidsgetal van een graaf, en is
het broncoderingsprobleem verbonden met het chromatische getal. We definiëren
in dit hoofdstuk het verstrengelde chromatische getal en het verstrengelde on-
afhankelijksheidsgetal, naast andere, verwante grootheden. De precieze relatie
met de parameters van Hoofdstuk 3 vormt nog een open probleem. We initiëren de
studie van het broncoderingsprobleem en het bron-kanaalprobleem met verstren-
geling en we vinden kanalen en bronnen die een sterke divergentie in kwantum-
en klassiek gedrag laten zien. Daartoe gebruiken we resultaten uit combinatoriek,
lineaire algebra, optimalisatie en getaltheorie.
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