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246 7. Conclusion

nonconcave quadratic uncertainty, and hence fits in the class of nonconvex problems we consider in
this thesis. Therefore, if another uncertainty set than an ellipsoidal uncertainty set is preferred, one
can apply RPT-BB to solve the approximated ARO model to global optimality.

One limitation of RPT-BB is that it becomes less tractable for a large number of variables
and constraints, since the number of variables is squared and we pairwise multiply all constraints
in the feasible region. For example, we show for the considered robust nonconvex optimization
problems in Chapter 5, that we can handle problem instances in which the uncertain parameters are
up to a dimension of 40. Hence, in future work it would be interesting to investigate adaptations
of the proposed methodology in order to handle larger problem instances. In particular, these
adaptations could include partial constraint multiplications as well as partial generation of product of
variables. For instance, suppose after applying RPT on the nonconvex components in the nonconvex
optimization problem with n decision variables, we do not obtain n2 products of variables but only
a part of the n2 product of variables. We could then obtain an outer approximation by generating
additional valid inequalities on only the variables that are part of the obtained product terms.
Subsequently, we pairwise multiply only these additional valid inequalities with each other to obtain
additional bounds on these product terms. In this case, we obtain a smaller number of additional
variables after applying RPT which could result in a faster overall computation time of RPT-BB.

Another interesting direction for future research is to apply RPT-BB combined with the cutting
set method to optimization problems with robust linear constraints that are composed of sums of
products of linear times convex functions with respect to the uncertain parameters. The downside
here is that we have to apply RPT twice in order to get a convex relaxation, leading to a large
number of additional variables. However, we could consider partial generation of product of variables
to avoid this increase in the number of variables.

So far we have applied RPT-BB to nonconvex optimization problems and robust nonlinear
optimization problems. It would be interesting to apply RPT-BB also to nonconvex optimization
problems in other fields, such as distributionally robust optimization and mixed integer optimization.
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Summary

Convexity plays a crucial role in optimization, since it often guarantees finding a global optimum due
to the nice properties of convex functions. Many real-world problems however are better captured
by optimization problems involving nonconvex objective functions and/or constraints. Finding the
global optimum of nonconvex (robust) optimization problems poses a big challenge since there can
be multiple local optima. Consequently, most of the existing global optimization approaches are
designed for specific classes of optimization problems and these approaches often rely on convex
relaxations that can only scale up to low- or mid-scale instances.

This thesis proposes exact techniques to solve a broad class of larger-scale nonconvex (robust)
optimization problems. More specific, in this thesis we consider nonconvex (robust) optimization
problems in which the nonconvex components are sums of linear times convex functions. A broad
class of problems can be written in this way, such as nonconvex quadratic optimization problems,
mixed binary linear optimization problems, concave minimization problems or equivalently convex
maximization problems, difference of convex problems, optimization problems containing robust
convex constraints, and fractional optimization problems. Moreover, these nonconvex optimization
problems appear in a large number of applications, e.g., in supply chain, network security, resource
allocation in healthcare or energy markets, and traffic flow management.

In Chapter 2, we focus on a subclass of quadratic optimization problems, that is, disjoint bilinear
optimization (DBO) problems. We first show that DBO problems can be cast as two-stage robust
linear optimization problems with fixed-recourse and right-hand-side uncertainty, which enables us
to apply robust optimization techniques to solve the resulting problems. To this end, a solution
scheme based on a blending of three popular robust optimization techniques is proposed. For
DBO problems with a polyhedral feasible region and a general convex feasible region, we show
that under mild regularity conditions, the convex relaxations of the original bilinear formulation
and its two-stage robust reformulation obtained from a reformulation-linearization based technique
and linear decision rules, respectively, are equivalent. For generic bilinear optimization problems,
the convex relaxations from the reformulation-linearization based technique are generally tighter
than the one from linear decision rules. Numerical experiments demonstrate the efficiency and
effectiveness of the proposed solution scheme in comparison with state-of-the-art solvers such as
Gurobi, SCIP, CPLEX, and MOSEK.

Chapter 3 describes the main approach in this thesis. The proposed approach can obtain the
global optimal solution of nonconvex optimization problems in which the nonconvex components
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are sums of products of convex functions, including DBO problems with general convex feasible
regions. The approach exploits two techniques: first, we introduce a new relaxation technique,
called the Reformulation-Perspectification Technique (RPT), to obtain a convex approximation of
the considered nonconvex optimization problem. RPT generates additional redundant nonconvex
constraints from pairwise multiplication of the existing convex inequalities in the nonconvex opti-
mization problem. Next, it convexifies all nonconvex components in the nonconvex optimization
problem as well as in the additional generated constraints by reformulating them in their perspective
form and subsequently linearizing all product terms. Next, we develop a new Branch and Bound
scheme, leveraging RPT, to obtain a global optimal solution. We refer to this exact approach
as the Reformulation-Perspectification Technique with Branch and Bound (RPT-BB). Numerical
experiments show that RPT-BB finds the global optimum of many of the considered nonconvex
optimization problems faster than current state of the art global optimization methods such as
BARON and SCIP, especially for the larger problem instances.

In Chapter 4, we analyze all possibilities of pairwise multiplying two out of the five basic cone
constraints, that is, linear cone, second order cone, power cone, exponential cone, and semidefinite
cone constraints. The results for the cases in which a power cone or an exponential cone is involved
are new, thereby extending the current literature. Moreover, numerical experiments demonstrate
that including these additional inequalities, generated from the pairwise multiplications of cone
inequalities, in the RPT relaxation of the considered nonconvex optimization problems results in
reduced computational times of RPT-BB to find the global optimal solution.

In Chapter 5, we combine RPT-BB with a cutting set method to address a broad spectrum of
optimization problems with robust nonlinear constraints. These constraints are defined as sums of
products of linear times concave functions with respect to the uncertain parameters. We further
extend the applicability of our approach to robust convex optimization, thus broadening the scope
of existing literature. Numerical experiments show that our approach can solve robust nonlinear
problems that cannot be solved by existing methods in the literature. Moreover, a numerical
experiment on a lot-sizing problem on a network demonstrates the efficiency of our method for
two-stage ARO problems.

In Chapter 6, a novel robust optimization model is developed for food aid operations during a
humanitarian emergency, addressing uncertainty in procurement prices. Due to the multi-period
and dynamic nature of food aid operations, we extend this robust optimization model to an adaptive
robust optimization model. Moreover, we analyse a folding horizon approach for the nominal, robust,
and adaptive robust optimization models in which decisions can be altered in later time periods,
once more information on the procurement prices is obtained. We compare the different approaches
based on a simplified food operations case in Syria. We show that the (adaptive) robust optimization
approach outperforms the nominal approach in the non-folding horizon case, while the nominal
approach performs best in the folding horizon case. Consequently, in case decisions have to be made
early on, we show that applying robust optimization to food aid operations can make a difference.
However, in case small adaptations can be made to the decisions taken in later time periods, then
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food aid operations can use a relatively simple approach in practice and apply a folding horizon
approach each month to optimize decisions. In this chapter we consider an ellipsoidal uncertainty
set. However, if another uncertainty set is preferred, one can apply RPT-BB to solve the ARO
models to global optimality.

In this thesis we have succesfully applied RPT-BB based approaches to real-world problems
such as a dike height optimization problem, a robust palatable diet problem, and a lot-sizing
problem. Moreover, we demonstrate that RPT-BB stands well against current state of the art
global optimization methods. However, one limitation of RPT-BB is that it becomes less tractable
for a large number of variables and constraints, since the number of variables is squared and we
pairwise multiply all constraints in the feasible region. Future research directions aim to adapt the
methodology for larger problem instances, exploring partial constraint multiplications as well as
partial generation of product of variables.
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Samenvatting

Convexiteit speelt een cruciale rol in optimalisatie, omdat het vaak een globaal optimum garandeert
vanwege de fijne eigenschappen van convexe functies. Veel problemen in de praktijk worden echter
beter beschreven door optimalisatieproblemen met niet-convexe doelfuncties en/of beperkingen. Het
vinden van het globale optimum van niet-convexe (robuuste) optimalisatieproblemen vormt een
grote uitdaging, omdat er meerdere lokale optima kunnen zijn. De meeste bestaande globale opti-
malisatietechnieken zijn daarom ontworpen voor zeer specifieke klassen van optimalisatieproblemen,
en deze technieken kunnen alleen kleine of middel grote optimalisatieproblemen aan.

Dit proefschrift stelt exacte technieken voor om een brede klasse van grootschaligere niet-convexe
(robuuste) optimalisatieproblemen op te lossen. Om precies te zijn, we onderzoeken niet-convexe
(robuuste) optimalisatieproblemen waarbij de niet-convexe componenten sommen zijn van lineaire
keer convexe functies. Een brede klasse van problemen kan op deze manier worden geschreven,
zoals disjuncte bilineaire optimalisatieproblemen, niet-convexe kwadratische optimalisatieproblemen,
concave minimalisatieproblemen of convexe maximalisatieproblemen, problemen waarin de objective
en/of constraints bestaan uit een verschil van convexe functies, optimalisatieproblemen met robu-
uste convexe constraints, en fractionele optimalisatieproblemen. Deze niet-convexe optimalisatie-
problemen komen voor in een groot aantal toepassingen, zoals in bijvoorbeeld supply chain, netwerk-
beveiliging, resource-toewijzing in de gezondheidszorg of energiemarkten en het beheer van verkeer-
stromen.

In Hoofdstuk 2 focussen we ons op een subklasse van kwadratische optimalisatieproblemen,
namelijk disjuncte bilineaire optimalisatieproblemen. We laten zien dat disjuncte bilineaire optimali-
satieproblemen geformuleerd kunnen worden als adaptieve robuuste lineaire optimalisatieproblemen
met onzekerheid alleen in de rechterkant van de constraints. Dit stelt ons in staat om bekende
robuuste optimalisatietechnieken toe te passen om de resulterende problemen op te lossen. Om dit
te bereiken, stellen we een oplossingsstrategie voor dat gebaseerd is op een combinatie van drie
populaire robuuste optimalisatietechnieken. Voor disjuncte bilineaire optimalisatieproblemen met
een polyhedraal toegelaten gebied en een algemeen convex toegelaten gebied laten we zien dat,
onder milde condities, de convexe relaxaties verkregen uit het toepassen van een techniek gebaseerd
op de Reformulation-Linearisation Technique (RLT) op de oorspronkelijke bilineaire formulering
equivalent is aan de convexe relaxatie verkregen door het toepassen van lineaire beslisregels op
de adaptieve robuuste herformulering. Voor disjuncte bilineaire optimalisatieproblemen met een
generiek convex toegelaten gebied zijn de convexe relaxaties verkregen door het toepassen van
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RLT over het algemeen sterker dan de convexe relaxaties verkregen uit het toepassen van lineaire
beslisregels op de adaptieve robuuste herformulering. Numerieke experimenten tonen de efficiëntie
en effectiviteit aan van de voorgestelde oplossingsstrategie in vergelijking met state-of-the-art solvers
zoals Gurobi, SCIP, CPLEX en MOSEK.

Hoofdstuk 3 beschrijft de hoofdmethode van dit proefschrift. De methode gëıntroduceerd in dit
hoofdstuk vindt de globale optimale oplossing van niet-convexe optimalisatieproblemen waar de
niet-convexe optimalisatie componenten bestaan uit een som van producten van convexe functies. Dis-
juncte bilineaire problemen met generieke convexe toegelaten gebieden zijn een voorbeeld van zulke
niet-convexe optimalisatieproblemen. De methode exploiteert twee technieken: allereerst, introduc-
eren we een nieuwe relaxatie techniek, genoemd de Reformulation-Perspectification Technique (RPT),
om een convexe approximatie van de beschouwde niet-convexe optimalisatieproblemen te verkrij-
gen. RPT genereert extra constraints door convexe constraints in het niet-convexe optimalisatie-
probleem paarsgewijs met elkaar te vermenigvuldigen. Vervolgens worden alle niet-convexe com-
ponenten, in zowel het originele niet-convexe optimalisatieprobleem als in de extra gegeneerde
constraints, convex gemaakt door deze niet-convexe componenten te herformuleren in hun per-
spectieve vorm en vervolgens alle product termen van variabelen te lineariseren. De convexe
approximatie geeft een ondergrens aan de optimale waarde van het originele optimalisatieprobleem.
Een bovengrens kan gevonden worden door de optimale oplossing van de convexe approximatie in
te vullen in het originele optimalisatie probleem. Vervolgens ontwikkelen we een nieuwe Branch
and Bound strategie, waarbij we gebruik maken van RPT en de gevonden onder- en bovengrens
van de convexe approximatie om een globale optimale oplossing te verkrijgen. We verwijzen naar
deze exacte methode als de Reformulation-Perspectification Technique with Branch and Bound
(RPT-BB). Numerieke experimenten tonen aan dat RPT-BB het globale optimum in veel van de
overwogen niet-convexe optimalisatieproblemen sneller vindt dan de huidige state-of-the-art globale
optimalisatiemethoden zoals BARON en SCIP.

In Hoofdstuk 4 analyseren we alle mogelijkheden van het paarsgewijs vermenigvuldigen van twee
constraints die elk behoren tot een van de vijf basis kegels, namelijk de linear cone, second order
cone, powercone, exponential cone, en semidefinite cone. De resultaten voor de gevallen waarin
een powercone of een exponentiële cone betrokken is, zijn nieuw, waardoor de huidige literatuur
wordt uitgebreid. Bovendien tonen numerieke experimenten aan dat het meenemen van deze extra
constraints in de RPT relaxatie van het beschouwde niet-convexe optimalisatieprobleem resulteert
in een vermindering van de rekentijd van RPT-BB om de globale optimale oplossing te vinden.

Hoofdstuk 5 combineert RPT-BB met een cutting set methode om het globale optimum te
vinden van een grote klasse van optimalisatieproblemen met robuuste niet-lineaire beperkingen. Deze
constraints worden gedefinieerd als sommen van producten van lineaire keer concave functies ten
opzichte van de onzekere parameters. We laten zien dat onze techniek ook toepasbaar is op robuuste
convexe optimalisatie problemen. Numerieke experimenten tonen aan dat de voorgestelde techniek
robuuste niet-lineaire optimalisatie problemen kan oplossen die niet kunnen worden opgelost met de
bestaande methoden in de literatuur. Bovendien toont een numeriek experiment over een lotsizing
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probleem de efficiëntie van onze methode aan voor adaptieve robuuste optimalisatieproblemen.
In Hoofdstuk 6 wordt een nieuw robuust optimalisatiemodel ontwikkeld voor voedselhulp ope-

raties tijdens een humanitaire noodsituatie, waarbij er rekening wordt gehouden met onzekerheid in
de inkoopprijzen. Vanwege de multiperiodieke en dynamische aard van voedselhulpoperaties, breiden
we dit robuuste optimalisatiemodel uit naar een adaptief robuust optimalisatiemodel. Bovendien
analyseren we een folding horizon methode voor de nominale, robuuste en adaptieve robuuste
optimalisatiemodellen waarin beslissingen kunnen worden gewijzigd in latere periodes, zodra meer
informatie over de inkoopprijzen beschikbaar is. We vergelijken de verschillende methodes op basis
van een vereenvoudigde case study van voedseloperaties in Syrië. We tonen aan dat de (adaptieve)
robuuste optimalisatie aanpak beter presteert dan de nominale aanpak in het non-folding horizon
geval, terwijl de nominale aanpak het beste presteert in het geval van een folding horizon. We laten
daarmee zien dat het toepassen van robuuste optimalisatie op voedselhulpoperaties een verschil
kan maken wanneer beslissingen vroeg genomen moeten worden. Echter, als kleine aanpassingen
gemaakt kunnen worden aan de beslissingen die worden genomen in latere periodes, dan kunnen
voedselhulpoperaties een relatief eenvoudige aanpak in de praktijk gebruiken en elke maand een
folding horizon aanpak toepassen om beslissingen te optimaliseren. In dit hoofdstuk analyseren
we een ellipsöıdale onzekerheidsset. Als echter een andere onzekerheidsset de voorkeur heeft, kan
RPT-BB worden toegepast om een globale optimale oplossing te vinden voor de adaptieve robuuste
optimalisatiemodellen.

In dit proefschrift hebben we methodes, gebaseerd op RPT-BB, succesvol toegepast op optimali-
satieproblemen in de praktijk, zoals op het optimalisatieprobleem voor dijkhoogtes, het robuuste
dieetprobleem en het lotsizing probleem. Bovendien laten we zien dat RPT-BB goed presteert in
vergelijking met de huidige state-of-the-art methodes voor globale optimalisatie. Een beperking
van RPT-BB is echter dat de rekentijd enorm toeneemt voor een groot aantal variabelen en
constraints, aangezien het aantal variabelen kwadratisch toeneemt en we alle beperkingen die het
toegelaten gebied definiëren paarsgewijs met elkaar vermenigvuldigen. Een interessante toekomstige
onderzoeksrichting is het aanpassen van de RPT-BB methodologie voor problemen van grotere
dimensie, waarbij gedeeltelijke vermenigvuldiging van constraints wordt verkend, evenals gedeeltelijke
generatie van producten van variabelen.
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